Chap 8 Comportement asymptotique d’une fonction
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Soit f une fonction définie sur D
On étudie en géneral les valeurs que peut prendre f(x) lorsque x se rapproche des bornes de D.

Exemple : SiD =] — o0;3[U]3; +oo[ on étudie les valeurs que prend f(x) lorsque x se rapproche de -, 3,
+o0

La définition de la limite d 'une fonction sera vue en terminale, ici [’intuition



|. Lorsque x tend vers 4o ou —oo

1. f(x) tend vers une valeur finie

Exemple: f: x n—>§ et D = R*=]-00; 0[]0 ;+oo[ on étudie ici en +oo et -0

. 1 . . 1
On dit que - tend vers 0 (ou a pour limite 0) lorsque x tend vers +oo et on note ) ﬂ)nl oy 0
. L . 1
On dit que f(x) a pour limite 0 en -oo et on note ) ﬂ)rrl v 0
Propriété (admises)
. 1
e lim —=0,pourn>0
X—+o0 X L
° lir_ip 5= 0 Vx se note aussi x2 ce qui généralise la régle précédente aux puissances non entiéres
X —>+00

Définition (asymptote horizontale)

Soit b est un réel. On note € est la courbe représentative de f.

On dit que la droite d’équation y = b est asymptote horizontale a € en +o (ou -o) lorsque
Jim (f(x) —b) =0 (ou lim (f(x)—b) =0)

Exemple : La courbe de la fonction x +— 2 + % admet la droite d’équation y = 2 comme asymptote horizontale

en +oo et en —oo,

Interprétation graphique :
La courbe de f se rapproche infiniment pres (aussi prés que 1’on veut) de son asymptote lorsque x devient grand

Exercice:f:x-—>2+%

A partir de quelle valeur de x 1’écart entre le courbe et I’asymptote n’excéde t-il pas 107 ?

2. f(x) tend vers une valeur infinie
Exemple: f:x +— x? et Dy = R=]-00;+o0[ on étudie ici en +oo et -0

On dit que x? tend vers +oo (a pour limite +o0) lorsque x tend vers +o et on note ) ﬂ)”l L X2= o0

On dit que ...

Propriété (admises)
e lim x™ =400 ,pourn >0

X—+0o0

e limVx =+

X—+00

Définition (asymptote oblique)

Soit a et b sont des réels. On note € est la courbe representative de f.

On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a € en +o (ou -0) lorsque
Jim (f() = (@x + b)) =0 (ou lim (F(x) = (ax +b)) = 0)

Exemple :
La courbe de la fonction x — 2x + 1 + % admet la droite d’équation y = 2x + 1 comme asymptote en +o

et en -oo.



Interpréetation graphique :
La courbe de f se rapproche infiniment prés (aussi prés que 1’on veut) de son asymptote lorsque x devient

grand. lim (f(x)(ax+b))=0

Remarque : une asymptote horizontale est un cas particulier d’asymptote oblique.

ll. Lorsque x tend vers un réel xq, borne du domaine de définition

1. f(x) tend vers une valeur finie

tres simple, on ne s’y intéresse guere.

Exemple : x = 2x + 1 définiesur]1;2[. on aXIH)n2 f(x) =5

2. f(x) tend vers +o0ouU —

Exemple: f:x — ﬁ et Dy = ]-00; 7[U]7 ;+oo[ on étudie icien 7

On dit que ﬁ tend vers +oo (a pour limite +o0) lorsque x tend vers 7 par la droite et on note lig xl? =+
x>7
On dit que ﬁ tend vers —oo (a pour limite —oo) lorsque x tend vers 7 par la gauche et on note )lci_r)r% — =
x<7

[y
~

Remarque : la notation "x — 7; x < 7" et parfois remplacée par "x - 77"

Propriété (admises)
Lorsque x tend vers un réel Xo :

e Sig(x) tend vers 0 avec g(x)>0, alors ﬁ tend vers +o

e Sig(x) tend vers 0 avec g(x)<0, alors ﬁ tend vers -oo

Définition (asymptote verticale)

Soit a est un réel. On note € est la courbe représentative de f.

On dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale a € en a lorsque
lim f(x) = —oo

xX—a

ou lim f(x) = +o0
x—at

ou lim f(x) = +oo
x—a

ou lim f(x) = —o0
x—a~
Exemple :
. . X + . . A
Toutes les fonctions homographiques x +— SX T d (qui peuvent s’écrire o d + B) admettent des asymptotes

) d
verticales en — s



lll. Regles opératoires et formes indéterminées

A partir des résultats connus sur les limites simples (fonctions de reférences) on en déduit les limites de sommes

ou de produits ou de quotients de fonctions simples.

Parfois on ne peut pas déduire le résultat, on se trouve en présence d’une forme indéterminée

On considere que f et g ont le méme ensemble de définition. € et € désignent deux réels.

1. Limite d’une somme de fonctions

La somme étant commutative, le tableau est symétrique, on ne remplit que la moitié.

¢ +o0 =) g a pour limite
U L+t +o) -0
+o + FI
=7 =0
fa pour limite

2. Limite d’un produit de fonctions

La produit étant commutatif, le tableau est symétrique, on ne remplit que la moitié.

g a pour limite

4 +o -

+om sl &' | oo sl £'

i coo af Bl | oo af Bl

I FI sib=0 | FF s b=t}
+or +on =i
4+

fa pour limite

3. Limite de l'inverse

g a pouy timife 4 +co -co
1fe oi &=
g a poun timife |+ si =0 eb g=(' | it !
w o €= et g<!

4. Limite d’un quotient

On se ramene & un produit par I’inverse




5. Exemple de rédaction.
1

2+%
T
x(3+X)

Etudier la limite en +oo de X — (+o0 est une borne de l'intervalle, il est justifié d étudier la limite)

Iim X =40 ; lim 3+
X —> + 0 X —> + o

X |

=3 d’aprés les regles opératoires du produit ) ﬂ)nl wx(3 + %) = +o0

2+3
X

=2 ; lim x(3+ l) = +oo d’aprés les régles opératoires du quotient  lim =0
X —> + X X —> +a 1
X(3 + ;)

6. Le cas des formes indéterminées.
Les formes indéterminées sont de 4 types:

n - ioo” n N OH
- +00"i n N +mn n N 0" X n N iOO"
n N ioo“ n N On

Dans ce cas, il est nécessaire, pour trouver la limite cherchée, de procéder a des calculs supplémentaires ou
d'utiliser des propriétés connues.

Exemple :
lim _x2-xestune forme indéterminée du type : ">+o0" — "> +oo"

2X—6
X—+ao X2+5x-7

X

- p - s "—400" ) . -
une forme indéterminée du type P On ne peut pas conclure avec les régles opératoires.

Théoreme :
e La limite en +oo ou en -co d'une fonction polyndme est égale a la limite de son terme de plus haut degré.
e La limite en +o ou en -o0 d'une fonction rationnelle (quotient de deux polynémes) est égale a la limite du
quotient de ses termes de plus haut degré.

Exemples :
lim -2x3+15x2-5x+2= lim -2x’=-o
X —> + X —>+ o

%6 2X _ 2

AN v sx 7 MLe T ML =0



